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บทคัดย่อ 
การวิจัยในครั้งนี้เป็นการศึกษาการลู่เข้าในปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ สําหรับการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก t แบบ     
คู่ผสมกับการส่งหลายค่าไม่ขยายออก T โดยใช้วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา การศึกษาคร้ังนี้ได้ตัดเงื่อนไข T(w) = {w} 
สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม w สําหรับการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก t แบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่าไม่ขยายออก T 
ซ่ึงเป็นเงื่อนไขท่ีค่อนข้างเข้มของ นาคนิมิตร อรรคศรีวร และกฤษณะ โสขุมา (2015, หน้า 177-189) และ   
เป็นการขยายผลงานวิจัยของอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด (2014, หน้า 1-13) ท่ีได้ศึกษาในปริภูมิบานาค 
 

คําสําคัญ : วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา/ ปริภูมิแคทซีโร่ / การส่งหลายค่า / การส่งไม่ขยายออก 
 

Abstract 
In this paper, we construct an iteration scheme involving a hybrid pair of the single valued 
nonexpansive mapping t and the multivalued nonexpansive mapping T of a complete CAT(0) 
space. In process, we remove a restricted condition (called end-point condition) in Akkasriworn 
and Sokhuma’s results (Akkasriworn and Sokhuma. 2015: 177–189) and utilize the same to 
prove some convergence theorems. The results are expansion from Banach spaces results of 
Uddin, Abdou and  Imdad. (Uddin, Abdou and  Imdad. 2014: 1–13). 
 

Keywords : Ishikawa Iteration / CAT(0) Spaces / Multivalued Mapping /  
     Nonexpansive Mapping 
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บทนํา 
การหาระเบียบวิธีทําซํ้า เพ่ือนําไปใช้ในการประมาณค่าคาํตอบนั้นมีนักคณิตศาสตร์กลุ่มหนึ่ง ให้ความ

สนใจศึกษา หลังจากที่ได้ศึกษาการมีคําตอบของสมการต่างๆ แล้ว ปัญหาท่ีน่าสนใจต่อไปคือเราจะหาคําตอบ
ของสมการต่างๆ นั้นได้อย่างไร  คําถามดังกล่าวนีทํ้าให้มีนักคณิตศาสตร์จํานวนมากสนใจศึกษาและคิดค้น
ระเบียบวิธีทําซํ้าของจุดตรึง (Fixed point iterations) ต่างๆท่ีใช้ในการหาคําตอบและประมาณค่าคําตอบ 
นอกจากน้ียังนําไปประยุกต์ใช้เกี่ยวกับการแก้ปัญหาในเรื่องของสมการตัวดําเนินการท่ีไม่เป็นเชิงเส้น 
(Nonlinear operator equations) การแก้ปัญหาอสมการแปรผัน (Variational inequality problem)     
การแก้สมการหาคําตอบของปัญหาดุลยภาพ (Equilibrium problems) ปัญหาท่ีดีท่ีสุด (Optimizations 
problems) ปัญหาน้อยท่ีสุด (Minimizations problems) ท้ังในปริภูมิฮิลเบิร์ต ปริภูมิบานาค และปริภูมิ   
แคทซีโร่ 

ในปี ค.ศ. 1974 อิชิกาวา (Ishikawa, 1974, pp.147-150) ได้สร้างวิธีทําซํ้าเพ่ือใช้ในการประมาณค่าจุด
ตรึงในปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert spaces) สําหรับการส่งหดตวักระชับเทียม (Pseudo-contractive compact 
mapping) ซ่ึงเป็นกรณีท่ัวไปกว่าการส่งไม่ขยายออก จากนั้นในปี ค.ศ. 1976 โรเดส (Rhoades, 1976,        
pp.741-750) ได้ศึกษาอัตราการลู่เข้า (Rate of convergence) ของวิธีทําซํ้าแบบมานน์เปรียบเทียบกับวิธีทําซํ้า
แบบอิชิกาวาภายใต้สถานการณ์ปัญหาแบบเดียวกัน โรเดส พบว่า วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวามีอัตราการลู่เข้าสู่จุดตรึง
เร็วกว่าวิธีทําซํ้าแบบมานน์  

นักคณิตศาสตร์หลายท่านได้ศึกษา วิธีทําซํ้าสําหรับการประมาณค่าจุดตรึงร่วม (Common fixed 
point) ระหว่างการส่งค่าเดี่ยวแบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่าโดยศึกษาการมีจุดตรึงร่วมและวิธีทําซํ้าสําหรับการ
ประมาณค่าเพื่อหาค่าจุดตรึงร่วมของการส่งอีกหลายรูปแบบท้ังในปริภูมิบานาค ปริภูมิฮิลเบิร์ต ปริภูมิแคทซีโร่ 
และปริภูมิอ่ืนๆ อย่างต่อเนื่อง 

ในปี ค.ศ. 2016 อัดดินและอิมดัด (Uddin & Imdad, 2016, pp.127-139) เห็นว่าผลงานวิจัยที่
เกี่ยวข้องกับการศึกษาวิธีทําซํ้าแบบต่างๆ ท่ีมีอยู่ ส่วนใหญ่มีเงื่อนไขท่ีค่อนข้างเข้ม (Strong condition) เกินไป 
เงื่อนไขนั้นคือ T(w) = {w} สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม w สําหรับการส่งค่าเด่ียวแบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่า โดย
อ้างอิงผลงานวจิยัของ กฤษณะ โสขุมา และอรรถพล แก้วขาว (Sokhuma & Kaewkhao, 2010, pp.1-9) ซ่ึง
ผลงานวิจัยชิ้นดังกล่าวทําการศึกษาบนปริภูมิบานาค จากนั้นอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด จึงได้สร้างวิธีทําซํ้า     
ขึ้นใหม่ เพ่ือใช้ประมาณค่าจุดตรึงร่วมบนปริภูมิบานาค แต่ตัดเงื่อนไขท่ีว่า T(w) = {w} สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม 
w สําหรับการส่งค่าเดี่ยวไม่ขยายออกแบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่าไม่ขยายออก โดยในการพิสูจน์พวกเขาได้ใช้
เงื่อนไขท่ีว่า PT(x) เป็นการส่งไม่ขยายออกซึ่งเป็นเงื่อนไขท่ีค่อนข้างอ่อน (Weak condition) เป็นการทดแทน 

จากการศึกษาของ อัดดินและอิมดัด และการศึกษาของ อัดดิน แอ็บโด และอิมดัด ผู้วิจัยเห็นว่าควร
ขยายการศึกษาจากปริภูมิบานาคไปเป็นปริภูมิแคทซีโร่ โดยใช้วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา และใช้เงื่อนไขเช่นเดียวกับ
การศึกษาของ อัดดิน และอิมดัด และการศึกษาของ อัดดิน แอ็บโด และอิมดัด สําหรับการส่งค่าเด่ียว           
ไม่ขยายออกแบบคู่ผสมกับการสง่หลายค่าไม่ขยายออก เพ่ือปรับปรุงเงื่อนไขท่ี นาคนิมิตร อรรคศรีวร 
และกฤษณะ  โสขุมา ย่ิงไปกว่านั้นยังเป็นการขยายผลงานวิจัยของอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด ท่ีได้ศึกษาในปริภูมิ
บานาค 
 
 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 
ความรู้พ้ืนฐานท่ีนํามาใช้ในการวิจัยมีดังนี้ 
จุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับ (Asymptotic centers) ถ้ากําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง

และคอนเว็กซ์ของปริภูมิแคทซีโร่ X และ {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขตใน X สําหรับทุกๆ x  X จะนิยามรัศมี   
เชิงเส้นกํากับ (Asymptotic radius) ได้ดังนี้ 

n n
n

r(x, {x }) limsupd(x , x)


  

ให้ r  r (K, {xn}) := inf{ r(x, {xn}) : x  K} 
และ A  A(K, {xn}) := {x  K : r(x, {xn}) = r} 

เรียก จํานวนจริง r ว่า รัศมีเชิงเส้นกํากับของลําดับ {xn} ท่ีสัมพันธ์กับ K  และ 
เรียก เซต A ว่า จุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับของลําดับ {xn} ท่ีสัมพันธ์กับ K   
โดยท่ัวไป ถ้าปริภูมิแคทซีโร่ X เป็นปริภูมิบริบูรณ์ และ K เป็นเซตย่อยปิด คอนเว็กซ์ของปริภูมิ X แล้ว 

A(K, {xn}) จะมีสมาชิกเพียงตัวเดียวเท่านั้น ลําดับ {xn} ในปริภูมิแคทซีโร่ X จะเรียกว่า ลู่เข้าแบบเดลต้า        
(–convergent) สู่ค่า x ถ้า x เป็นจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับเพียงจุดเดียวเท่านั้น สําหรับทุกๆ ลําดับย่อยของ
ลําดับ {xn} 

ผู้วิจัยได้รวบรวมสมบัติเบื้องต้นในปริภูมิแคทซีโร่ ท่ีนําไปใช้เพ่ือการพิสูจน์ทฤษฎีบท ดังนี้ 
บทต้ัง 2.1 (Kirk & Panyanak, 2008, pp. 3689-3696) ทุกๆ ลําดับท่ีมีขอบเขตในปริภูมิบริบูรณ์     

แคทซีโร่ จะมีลําดับย่อยท่ีลู่เข้าแบบเดลต้า (–convergent subsequence) 
บทต้ัง 2.2 (Dhompongsa, Kirk & Panyanak, 2007, pp. 35-45) กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยท่ีเป็น 

เซตปิดและคอนเว็กซ์ ของปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ และถ้าลําดับ {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขตในเซตย่อย K แล้ว   
จุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับของลําดับ {xn} จะเป็นสมาชิกในเซต K 

บทต้ัง 2.3 กําหนดให้ (X, d) เป็นปริภูมิแคทซีโร่   
(1) สําหรับทุกๆ x, y  X และ u  [0, 1] จะมีจุด z  [0, 1] เพียงจุดเดียวเท่านั้นท่ีทําให้       

d(x, z) = ud(x, y) และ d(y, z) = (1 – u)d(x, y) เราจะใช้สัญลักษณ์ (1 – u)x  uy แทนจุด z เพียงจุดเดียว
ท่ีสอดคล้องกับสมการข้างต้น 
 (2) สําหรับทุกๆ x, y, z  X และ u  [0, 1] จะได้ว่า 

d((1 − u)x  uy, z)  (1 − u)d(x, z) + ud(y, z) 
การมีจุดตรึงของการส่งไม่ขยายออก ในปริภูมิแคทซีโร่ได้รับการพิสูจน์โดยเคิร์ก (W.A. Kirk, 2004, 

pp.113-142) ตามลําดับดังนี้ 
ทฤษฎีบท 2.4 กําหนดให้ K เป็นเซตปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง คอนเว็กซ์และมีขอบเขตของปริภูมิบริบูรณ์

แคทซีโร่ X และ ถ้ากําหนดให้ t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออกแล้ว t จะมีจุดตรึง 
ทฤษฎีบท 2.5 (Nanjaras & Panyanak, 2010, pp.1-14) กําหนดให้ K เป็นเซตปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง 

คอนเว็กซ์และมีขอบเขตของปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ X และถ้ากําหนดให้ t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียว          
ไม่ขยายออก แล้ว I – t จะเป็นเดมิโคลส (Demiclosed) ท่ีจุด 0 

บทแทรก 2.6 (Dhompongsa, Kirk and Sims. 2006: 762–772) กําหนดให้ K เป็นเซตปิดท่ีไม่เป็น
เซตว่าง คอนเว็กซ์และมีขอบเขตของปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ X เม่ือ t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก 
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บทนํา 
การหาระเบียบวิธีทําซํ้า เพ่ือนําไปใช้ในการประมาณค่าคาํตอบนั้นมีนักคณิตศาสตร์กลุ่มหนึ่ง ให้ความ

สนใจศึกษา หลังจากที่ได้ศึกษาการมีคําตอบของสมการต่างๆ แล้ว ปัญหาท่ีน่าสนใจต่อไปคือเราจะหาคําตอบ
ของสมการต่างๆ นั้นได้อย่างไร  คําถามดังกล่าวนีทํ้าให้มีนักคณิตศาสตร์จํานวนมากสนใจศึกษาและคิดค้น
ระเบียบวิธีทําซํ้าของจุดตรึง (Fixed point iterations) ต่างๆท่ีใช้ในการหาคําตอบและประมาณค่าคําตอบ 
นอกจากน้ียังนําไปประยุกต์ใช้เกี่ยวกับการแก้ปัญหาในเรื่องของสมการตัวดําเนินการท่ีไม่เป็นเชิงเส้น 
(Nonlinear operator equations) การแก้ปัญหาอสมการแปรผัน (Variational inequality problem)     
การแก้สมการหาคําตอบของปัญหาดุลยภาพ (Equilibrium problems) ปัญหาท่ีดีท่ีสุด (Optimizations 
problems) ปัญหาน้อยท่ีสุด (Minimizations problems) ท้ังในปริภูมิฮิลเบิร์ต ปริภูมิบานาค และปริภูมิ   
แคทซีโร่ 

ในปี ค.ศ. 1974 อิชิกาวา (Ishikawa, 1974, pp.147-150) ได้สร้างวิธีทําซํ้าเพื่อใช้ในการประมาณค่าจุด
ตรึงในปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert spaces) สําหรับการส่งหดตวักระชับเทียม (Pseudo-contractive compact 
mapping) ซ่ึงเป็นกรณีท่ัวไปกว่าการส่งไม่ขยายออก จากนั้นในปี ค.ศ. 1976 โรเดส (Rhoades, 1976,        
pp.741-750) ได้ศึกษาอัตราการลู่เข้า (Rate of convergence) ของวิธีทําซํ้าแบบมานน์เปรียบเทียบกับวิธีทําซํ้า
แบบอิชิกาวาภายใต้สถานการณ์ปัญหาแบบเดียวกัน โรเดส พบว่า วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวามีอัตราการลู่เข้าสู่จุดตรึง
เร็วกว่าวิธีทําซํ้าแบบมานน์  

นักคณิตศาสตร์หลายท่านได้ศึกษา วิธีทําซํ้าสําหรับการประมาณค่าจุดตรึงร่วม (Common fixed 
point) ระหว่างการส่งค่าเด่ียวแบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่าโดยศึกษาการมีจุดตรึงร่วมและวิธีทําซํ้าสําหรับการ
ประมาณค่าเพ่ือหาค่าจุดตรึงร่วมของการส่งอีกหลายรูปแบบท้ังในปริภูมิบานาค ปริภูมิฮิลเบิร์ต ปริภูมิแคทซีโร่ 
และปริภูมิอ่ืนๆ อย่างต่อเนื่อง 

ในปี ค.ศ. 2016 อัดดินและอิมดัด (Uddin & Imdad, 2016, pp.127-139) เห็นว่าผลงานวิจัยที่
เกี่ยวข้องกับการศึกษาวิธีทําซํ้าแบบต่างๆ ท่ีมีอยู่ ส่วนใหญ่มีเงื่อนไขท่ีค่อนข้างเข้ม (Strong condition) เกินไป 
เงื่อนไขนั้นคือ T(w) = {w} สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม w สําหรับการส่งค่าเดี่ยวแบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่า โดย
อ้างอิงผลงานวจิยัของ กฤษณะ โสขุมา และอรรถพล แก้วขาว (Sokhuma & Kaewkhao, 2010, pp.1-9) ซ่ึง
ผลงานวิจัยชิ้นดังกล่าวทําการศึกษาบนปริภูมิบานาค จากนั้นอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด จึงได้สร้างวิธีทําซํ้า     
ขึ้นใหม่ เพ่ือใช้ประมาณค่าจุดตรึงร่วมบนปริภูมิบานาค แต่ตัดเงื่อนไขท่ีว่า T(w) = {w} สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม 
w สําหรับการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออกแบบคู่ผสมกับการส่งหลายค่าไม่ขยายออก โดยในการพิสูจน์พวกเขาได้ใช้
เงื่อนไขท่ีว่า PT(x) เป็นการส่งไม่ขยายออกซึ่งเป็นเงื่อนไขท่ีค่อนข้างอ่อน (Weak condition) เป็นการทดแทน 

จากการศึกษาของ อัดดินและอิมดัด และการศึกษาของ อัดดิน แอ็บโด และอิมดัด ผู้วิจัยเห็นว่าควร
ขยายการศึกษาจากปริภูมิบานาคไปเป็นปริภูมิแคทซีโร่ โดยใช้วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา และใช้เงื่อนไขเช่นเดียวกับ
การศึกษาของ อัดดิน และอิมดัด และการศึกษาของ อัดดิน แอ็บโด และอิมดัด สําหรับการส่งค่าเด่ียว           
ไม่ขยายออกแบบคู่ผสมกับการสง่หลายค่าไม่ขยายออก เพ่ือปรับปรุงเงื่อนไขท่ี นาคนิมิตร อรรคศรีวร 
และกฤษณะ  โสขุมา ย่ิงไปกว่าน้ันยังเป็นการขยายผลงานวิจัยของอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด ท่ีได้ศึกษาในปริภูมิ
บานาค 
 
 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 
ความรู้พ้ืนฐานท่ีนํามาใช้ในการวิจัยมีดังนี้ 
จุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับ (Asymptotic centers) ถ้ากําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง

และคอนเว็กซ์ของปริภูมิแคทซีโร่ X และ {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขตใน X สําหรับทุกๆ x  X จะนิยามรัศมี   
เชิงเส้นกํากับ (Asymptotic radius) ได้ดังนี้ 

n n
n

r(x, {x }) limsupd(x , x)


  

ให้ r  r (K, {xn}) := inf{ r(x, {xn}) : x  K} 
และ A  A(K, {xn}) := {x  K : r(x, {xn}) = r} 

เรียก จํานวนจริง r ว่า รัศมีเชิงเส้นกํากับของลําดับ {xn} ท่ีสัมพันธ์กับ K  และ 
เรียก เซต A ว่า จุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับของลําดับ {xn} ท่ีสัมพันธ์กับ K   
โดยท่ัวไป ถ้าปริภูมิแคทซีโร่ X เป็นปริภูมิบริบูรณ์ และ K เป็นเซตย่อยปิด คอนเว็กซ์ของปริภูมิ X แล้ว 

A(K, {xn}) จะมีสมาชิกเพียงตัวเดียวเท่านั้น ลําดับ {xn} ในปริภูมิแคทซีโร่ X จะเรียกว่า ลู่เข้าแบบเดลต้า        
(–convergent) สู่ค่า x ถ้า x เป็นจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับเพียงจุดเดียวเท่านั้น สําหรับทุกๆ ลําดับย่อยของ
ลําดับ {xn} 

ผู้วิจัยได้รวบรวมสมบัติเบ้ืองต้นในปริภูมิแคทซีโร่ ท่ีนําไปใช้เพ่ือการพิสูจน์ทฤษฎีบท ดังน้ี 
บทตั้ง 2.1 (Kirk & Panyanak, 2008, pp. 3689-3696) ทุกๆ ลําดับท่ีมีขอบเขตในปริภูมิบริบูรณ์     

แคทซีโร่ จะมีลําดับย่อยท่ีลู่เข้าแบบเดลต้า (–convergent subsequence) 
บทตั้ง 2.2 (Dhompongsa, Kirk & Panyanak, 2007, pp. 35-45) กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยท่ีเป็น 

เซตปิดและคอนเว็กซ์ ของปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ และถ้าลําดับ {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขตในเซตย่อย K แล้ว   
จุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับของลําดับ {xn} จะเป็นสมาชิกในเซต K 

บทตั้ง 2.3 กําหนดให้ (X, d) เป็นปริภูมิแคทซีโร่   
(1) สําหรับทุกๆ x, y  X และ u  [0, 1] จะมีจุด z  [0, 1] เพียงจุดเดียวเท่านั้นท่ีทําให้       

d(x, z) = ud(x, y) และ d(y, z) = (1 – u)d(x, y) เราจะใช้สัญลักษณ์ (1 – u)x  uy แทนจุด z เพียงจุดเดียว
ท่ีสอดคล้องกับสมการข้างต้น 
 (2) สําหรับทุกๆ x, y, z  X และ u  [0, 1] จะได้ว่า 

d((1 − u)x  uy, z)  (1 − u)d(x, z) + ud(y, z) 
การมีจุดตรึงของการส่งไม่ขยายออก ในปริภูมิแคทซีโร่ได้รับการพิสูจน์โดยเคิร์ก (W.A. Kirk, 2004, 

pp.113-142) ตามลําดับดังนี้ 
ทฤษฎีบท 2.4 กําหนดให้ K เป็นเซตปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง คอนเว็กซ์และมีขอบเขตของปริภูมิบริบูรณ์

แคทซีโร่ X และ ถ้ากําหนดให้ t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออกแล้ว t จะมีจุดตรึง 
ทฤษฎีบท 2.5 (Nanjaras & Panyanak, 2010, pp.1-14) กําหนดให้ K เป็นเซตปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง 

คอนเว็กซ์และมีขอบเขตของปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ X และถ้ากําหนดให้ t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียว          
ไม่ขยายออก แล้ว I – t จะเป็นเดมิโคลส (Demiclosed) ท่ีจุด 0 

บทแทรก 2.6 (Dhompongsa, Kirk and Sims. 2006: 762–772) กําหนดให้ K เป็นเซตปิดท่ีไม่เป็น
เซตว่าง คอนเว็กซ์และมีขอบเขตของปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ X เม่ือ t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก 
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ถ้า {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขตในเซต K ซ่ึงทําให้ n n
n

lim d(t(x ), x ) 0


 และ n
n

lim x w


   แล้ว 

t(w) = w 
บทตั้ง 2.7 (Laowang & Panyanak. 2013: 1–5) กําหนดให้ X เป็นปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ และ       

x  X กําหนด {n} เป็นลําดับท่ีอยู่ในช่วง [a, b] สําหรับบาง a, b  (0, 1) และ {xn}, {yn} เป็นลําดับใน 
ปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ X ท่ีทําให้ n

n
limsup d(x , x) r


  , n
n
limsup d(y , x) r


  และ  

n n n n
n

lim d((1 )x y , x) r


    สําหรับบาง r  0 แล้ว n n
n

lim d(x , y ) 0


  

บทตั้ง 2.8 (Kirk. 2004: 113–142) กําหนดให้ X เป็นปริภูมิแคทซีโร่ และ K เป็นเซตย่อยไม่ว่างท่ี
กระชับและคอนเว็กซ์ของ X และถ้า {xn} เป็นลําดับย่อยในเซต K แล้ว  

dist(y, T(y))  d(y, xn) + dist(xn, T(xn)) + H(T(xn), T(y)) 
เม่ือ y  K และ T เป็นการส่งหลายค่าจากเซต K ไปยังเซตย่อยปิดท่ีมีขอบเขตของเซต K 
บทตั้ง 2.9 (Zhou and other. 2002:  591–600) กําหนดให้ {an} และ {bn} เป็นลําดับของจํานวน 

จริงบวกหรือศูนย์ ท่ีซ่ึง an+1  (1 + bn)an สําหรับทุกๆ n  1  ถ้า n
n 1

b



 ลู่เข้า แล้ว n

n
lim a


 หาค่าได้      

ในกรณีเฉพาะ ถ้ามีลําดับย่อยของลําดับ {an} ท่ีลู่เข้าสู่ค่า 0 แล้ว n
n
lim a 0


  
 

ผลการวิจัย 
ผู้วิจัยได้กําหนดบทนิยามวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวาเพื่อใช้ประมาณค่าจุดตรึงร่วมสําหรับการส่งค่าเด่ียว   

ไม่ขยายออกแบบคู่ผสมกับการสง่หลายค่าไม่ขยายออกในปริภูมิแคทซีโร่ ดังน้ี 
บทนิยาม 3.1 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์

แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออกท่ีซ่ึง  TP (x) y T (x) : d(x, y) dist(x, T (x))    เม่ือให้ x1 K และ ลําดับ {xn} ของ      
วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา กําหนดดังนี้ 

 yn = (1−n)xn ⊕ nzn, 
xn+1 = (1−n)xn⊕ nt(yn) 

สําหรับทุกๆ n  N โดยท่ี zn PT(t(xn)) เม่ือ {n} , {n}  (0, 1) 
 

ผู้วิจัยขอนําเสนอผลลัพธ์ของการศึกษาวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา สําหรับการส่งคู่ผสมไม่ขยายออกใน
ปริภูมิแคทซีโร่ ดังนี้ 

บทตั้ง 3.2 กําหนดให้ T: K → PB(K) เป็นการส่งแบบหลายค่า โดยท่ี 
 TP (x) y T (x) : d(x, y) dist(x, T (x))    แล้วจะได้ว่า ข้อความต่อไปน้ีสมมูลกัน 

  (1) x  Fix(T) กล่าวคือ x T(x) 
  (2) PT(x) = {x} กล่าวคือ x = y สําหรับทุกๆ y  PT(x) 
  (3) x  Fix(PT) กล่าวคือ x  PT(x) 

นั่นคือ Fix(T) = Fix(PT) 
พิสูจน์ จะแสดงการพิสูจน์ ดังนี้ 
(1)  (2) เนื่องจาก ถ้า x  Fix(T) แล้ว dist(x, T(x)) = 0 ดังนั้น สําหรับทุกๆ y  PT(x) 

จะได้ว่า d(x, y) = dist(x, T(x)) = 0 นั่นคือ x = y กล่าวคือ PT(x) = {x} 
 (2)  (3) เนื่องจาก ถ้า PT(x) = {x} แล้ว จะได้ x  Fix(PT) นั่นคือ x  PT(x) 
 (3)  (1) เนื่องจาก ถ้า x  Fix(PT) แล้ว จะได้ x  PT(x) ดังนั้น 

0 = d(x, x) = dist(x, T(x)) แต่เนื่องจาก T(x) เป็นเซตปิด จะได้ว่า x  T(x) นั่นคือ x  Fix(T) 
จากการพิสูจน์ขา้งต้น สรุปได้ว่า Fix(T) = Fix(PT) 

ทฤษฎีบท 3.3 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้าให้ {xn}    
เป็นลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n

n
lim d(x , w)


 หาค่าได้ สําหรับทุกๆ                     

w  Fix(t)  Fix(T) 
พิสูจน์  สมมติให้ x1  K และ w  Fix(t) โดยบทต้ัง 3.2 จะพบว่า w  PT(w) = {w}  

พิจารณา  
          d(xn+1, w)  = d((1−n)xn⊕ nt(yn), w)  

 (1−n)d(xn, w) + nd(t(yn),t(w))  
 (1−n)d(xn, w) + nd(yn, w)  
= (1−n)d(xn, w) + nd((1−n)xn⊕ nzn, w)  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnd(zn, w)  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nndist(zn, PT(w))  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnH(PT(t(xn)), PT(w))  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnd(t(xn), w) 
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnd(xn, w) = d(xn, w)  

เนื่องจากลําดับ {d(xn, w)} เป็นลําดับลดและมีค่าขอบเขตล่าง จะได้ว่า n
n

lim d(x , w)


 หาค่าได้ 

ทฤษฎีบท 3.4 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า          
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้าให้ {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n

n
lim d(x , w)


= 0 

พิสูจน์ กําหนดให้ x1  K และ w  Fix(t)  Fix(T) โดยบทตั้ง 3.2 เราจะได้ว่า w  PT(w) = {w} 
จากทฤษฎีบท 3.3 พบว่า n

n
lim d(x , w)


 หาค่าได้ สมมติให้ n
n

lim d(x , w)


= c  

พิจารณา  
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ถ้า {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขตในเซต K ซ่ึงทําให้ n n
n

lim d(t(x ), x ) 0


 และ n
n

lim x w


   แล้ว 

t(w) = w 
บทตั้ง 2.7 (Laowang & Panyanak. 2013: 1–5) กําหนดให้ X เป็นปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ และ       

x  X กําหนด {n} เป็นลําดับท่ีอยู่ในช่วง [a, b] สําหรับบาง a, b  (0, 1) และ {xn}, {yn} เป็นลําดับใน 
ปริภูมิบริบูรณ์แคทซีโร่ X ท่ีทําให้ n

n
limsup d(x , x) r


  , n
n
limsup d(y , x) r


  และ  

n n n n
n

lim d((1 )x y , x) r


    สําหรับบาง r  0 แล้ว n n
n

lim d(x , y ) 0


  

บทตั้ง 2.8 (Kirk. 2004: 113–142) กําหนดให้ X เป็นปริภูมิแคทซีโร่ และ K เป็นเซตย่อยไม่ว่างท่ี
กระชับและคอนเว็กซ์ของ X และถ้า {xn} เป็นลําดับย่อยในเซต K แล้ว  

dist(y, T(y))  d(y, xn) + dist(xn, T(xn)) + H(T(xn), T(y)) 
เม่ือ y  K และ T เป็นการส่งหลายค่าจากเซต K ไปยังเซตย่อยปิดท่ีมีขอบเขตของเซต K 
บทตั้ง 2.9 (Zhou and other. 2002:  591–600) กําหนดให้ {an} และ {bn} เป็นลําดับของจํานวน 

จริงบวกหรือศูนย์ ท่ีซ่ึง an+1  (1 + bn)an สําหรับทุกๆ n  1  ถ้า n
n 1

b



 ลู่เข้า แล้ว n

n
lim a


 หาค่าได้      

ในกรณีเฉพาะ ถ้ามีลําดับย่อยของลําดับ {an} ท่ีลู่เข้าสู่ค่า 0 แล้ว n
n
lim a 0


  
 

ผลการวิจัย 
ผู้วิจัยได้กําหนดบทนิยามวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวาเพื่อใช้ประมาณค่าจุดตรึงร่วมสําหรับการส่งค่าเด่ียว   

ไม่ขยายออกแบบคู่ผสมกับการสง่หลายค่าไม่ขยายออกในปริภูมิแคทซีโร่ ดังนี้ 
บทนิยาม 3.1 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์

แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออกที่ซ่ึง  TP (x) y T (x) : d(x, y) dist(x, T (x))    เม่ือให้ x1 K และ ลําดับ {xn} ของ      
วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา กําหนดดังนี้ 

 yn = (1−n)xn ⊕ nzn, 
xn+1 = (1−n)xn⊕ nt(yn) 

สําหรับทุกๆ n  N โดยท่ี zn PT(t(xn)) เม่ือ {n} , {n}  (0, 1) 
 

ผู้วิจัยขอนําเสนอผลลัพธ์ของการศึกษาวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา สําหรับการส่งคู่ผสมไม่ขยายออกใน
ปริภูมิแคทซีโร่ ดังนี้ 

บทตั้ง 3.2 กําหนดให้ T: K → PB(K) เป็นการส่งแบบหลายค่า โดยท่ี 
 TP (x) y T (x) : d(x, y) dist(x, T (x))    แล้วจะได้ว่า ข้อความต่อไปน้ีสมมูลกัน 

  (1) x  Fix(T) กล่าวคือ x T(x) 
  (2) PT(x) = {x} กล่าวคือ x = y สําหรับทุกๆ y  PT(x) 
  (3) x  Fix(PT) กล่าวคือ x  PT(x) 

นั่นคือ Fix(T) = Fix(PT) 
พิสูจน์ จะแสดงการพิสูจน์ ดังนี้ 
(1)  (2) เนื่องจาก ถ้า x  Fix(T) แล้ว dist(x, T(x)) = 0 ดังน้ัน สําหรับทุกๆ y  PT(x) 

จะได้ว่า d(x, y) = dist(x, T(x)) = 0 นั่นคือ x = y กล่าวคือ PT(x) = {x} 
 (2)  (3) เนื่องจาก ถ้า PT(x) = {x} แล้ว จะได้ x  Fix(PT) นั่นคือ x  PT(x) 
 (3)  (1) เนื่องจาก ถ้า x  Fix(PT) แล้ว จะได้ x  PT(x) ดังน้ัน 

0 = d(x, x) = dist(x, T(x)) แต่เนื่องจาก T(x) เป็นเซตปิด จะได้ว่า x  T(x) นั่นคือ x  Fix(T) 
จากการพิสูจน์ขา้งต้น สรุปได้ว่า Fix(T) = Fix(PT) 

ทฤษฎีบท 3.3 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้าให้ {xn}    
เป็นลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n

n
lim d(x , w)


 หาค่าได้ สําหรับทุกๆ                     

w  Fix(t)  Fix(T) 
พิสูจน์  สมมติให้ x1  K และ w  Fix(t) โดยบทต้ัง 3.2 จะพบว่า w  PT(w) = {w}  

พิจารณา  
          d(xn+1, w)  = d((1−n)xn⊕ nt(yn), w)  

 (1−n)d(xn, w) + nd(t(yn),t(w))  
 (1−n)d(xn, w) + nd(yn, w)  
= (1−n)d(xn, w) + nd((1−n)xn⊕ nzn, w)  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnd(zn, w)  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nndist(zn, PT(w))  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnH(PT(t(xn)), PT(w))  
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnd(t(xn), w) 
 (1−n)d(xn, w) + n(1−n)d(xn, w) + nnd(xn, w) = d(xn, w)  

เนื่องจากลําดับ {d(xn, w)} เป็นลําดับลดและมีค่าขอบเขตล่าง จะได้ว่า n
n

lim d(x , w)


 หาค่าได้ 

ทฤษฎีบท 3.4 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า          
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้าให้ {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n

n
lim d(x , w)


= 0 

พิสูจน์ กําหนดให้ x1  K และ w  Fix(t)  Fix(T) โดยบทตั้ง 3.2 เราจะได้ว่า w  PT(w) = {w} 
จากทฤษฎีบท 3.3 พบว่า n

n
lim d(x , w)


 หาค่าได้ สมมติให้ n
n

lim d(x , w)


= c  

พิจารณา  
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 d(yn, w)  = d((1− n)xn⊕nzn, w)  
 (1− n)d(xn, w) + nd(zn, w)  
= (1− n)d(xn, w) + ndist(zn, PT(w))  
 (1− n)d(xn, w) + nH(PT(t(xn)), PT(w))  
 (1− n)d(xn, w) + nd(t(xn), w)  
 (1− n)d(xn, w) + nd(xn, w) = d(xn, w) 

จะได้ว่า d(t(yn), w)    d(yn, w)    d(xn, w) 
ดังนั้น n n

n n n
limsup d(t(y ), w) limsupd(y , w) limsup
  

  d(xn, w) = c   ---------------- (1) 

จาก n 1
n n

c lim d(x , w) lim
 

  d((1− n)xn⊕nt(yn), w) 

โดยเงื่อนไขของ n (0, 1) และบทตั้ง 2.7 เราจะได้ว่า n n
n

lim d(t(y ), x )


= 0 

ทฤษฎีบท 3.5 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้า {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n n

n
lim d(x , z )


= 0 

พิสูจน์ กําหนดให้ x1 K และ w  Fix(t)  Fix(T) โดยบทตั้ง 3.2 จะได้ว่า w  PT(w) = {w} 
พิจารณา 

         d(xn+1, w)  = d((1−n)xn⊕n t(yn), w)  
 (1−n)d(xn, w) + nd(t(yn), t(w))  
 (1−n)d(xn, w) + nd(yn, w) 

จะได้ว่า  n 1 n
n n

n

d(x , w) d(x , w) d(y , w) d(x , w)


 
   

โดยท่ี n0 a b 1     จะได้ว่า 
n 1 n

n n
n

d(x , w) d(x , w) d(x , w) d(y , w)


 
 
 
 

 

ดังนั้น n 1 n
n n

n nn

d(x , w) d(x , w)liminf d(x , w) liminf d(y , w)


 
 

  
  
  

 

จะได้ n
n

c lim inf d(y , w)


  และจาก (1)  ได้ว่า n
n
limsup d(y , w) c


  

แสดงว่า n
n n

c lim d(y , w) lim 
 

d((1−n)xn⊕nzn, w) 

จาก  d(zn, w) = dist(zn, PT(w))  H(PT(t(xn)), PT(w))  d(t(xn), w)  d(xn, w)  

เม่ือ znPT(t(xn)) จะได้ว่า
 

n n
n n
limsupd(z , w) limsupd(x , w) c
 

  

ดังนั้น n n
n

lim d(x , z )


 = 0 

ทฤษฎีบท 3.6 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้า {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n n

n
lim d(t(x ), x )


= 0 

พิสูจน์ พิจารณา 
           d(T(xn), xn)  d(T(xn), t(yn)) + d(t(yn), xn)  

 d(xn, yn) + d(t(yn), xn)  
= d(xn, (1−n)xn⊕ nzn) + d(t(yn), xn)  
 [(1−n)d(xn, xn) + nd(xn, zn)] + d(t(yn), xn)  
= nd(xn, zn) + d(t(yn), xn) 

จะได้ว่า n n n n n n n
n n n

lim d(t(x ), x ) lim d(x , z ) lim d(t(y ), x ) 
  

  

จากทฤษฎีบท 3.4 และทฤษฎีบท 3.5 สรุปได้ว่า n n
n

lim d(t(x ), x )


= 0 

ทฤษฎีบท 3.7 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า          
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออกถ้า {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 ถ้า {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้า (∆-convergence)       
สู่ค่า y แล้ว y  Fix(t)  Fix(T) 
 พิสูจน์ สมมติให้ {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่ค่า y จะแสดงว่า y  Fix(t)  Fix(T) 

จาก {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่ค่า y จะได้ว่า n n
n

lim d(t(x ), x )


= d(t(y), y) = 0 

โดยอาศัยบทแทรก 2.6 จาก y  K และ t(y) = y จะได้ว่า y  Fix(t) และอาศัยบทตั้ง 2.8 จะได้ 
       dist(y, PT(y))   d(y, xn) +dist(xn, PT(t(xn))) + H(PT(t(xn)), PT(y))  

           d(y, xn) + d(xn, zn) + d(xn, y) เม่ือ zn PT(t(xn)) 
โดยท่ี d(y, xn) + d(xn, zn) + d(xn, y) ลู่เข้าสู่ 0 เม่ือ n มีค่าเข้าใกล้อนันต์ ดังนั้น dist(y, PT(y)) = 0 

เม่ือ n มีค่าเข้าใกล้อนันต์ กล่าวคือ y PT(y) และจากบทต้ัง 3.2 จะได้ y  Fix(T)  
 นั่นคือ ถ้า {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่ค่า y แล้ว y  Fix(t)  Fix(T) 

ทฤษฎีบท 3.8 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง มีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิ
บริบูรณ์แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า          
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้า {xn} เป็น
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 d(yn, w)  = d((1− n)xn⊕nzn, w)  
 (1− n)d(xn, w) + nd(zn, w)  
= (1− n)d(xn, w) + ndist(zn, PT(w))  
 (1− n)d(xn, w) + nH(PT(t(xn)), PT(w))  
 (1− n)d(xn, w) + nd(t(xn), w)  
 (1− n)d(xn, w) + nd(xn, w) = d(xn, w) 

จะได้ว่า d(t(yn), w)    d(yn, w)    d(xn, w) 
ดังน้ัน n n

n n n
limsup d(t(y ), w) limsupd(y , w) limsup
  

  d(xn, w) = c   ---------------- (1) 

จาก n 1
n n

c lim d(x , w) lim
 

  d((1− n)xn⊕nt(yn), w) 

โดยเงื่อนไขของ n (0, 1) และบทตั้ง 2.7 เราจะได้ว่า n n
n

lim d(t(y ), x )


= 0 

ทฤษฎีบท 3.5 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้า {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n n

n
lim d(x , z )


= 0 

พิสูจน์ กําหนดให้ x1 K และ w  Fix(t)  Fix(T) โดยบทตั้ง 3.2 จะได้ว่า w  PT(w) = {w} 
พิจารณา 

         d(xn+1, w)  = d((1−n)xn⊕n t(yn), w)  
 (1−n)d(xn, w) + nd(t(yn), t(w))  
 (1−n)d(xn, w) + nd(yn, w) 

จะได้ว่า  n 1 n
n n

n

d(x , w) d(x , w) d(y , w) d(x , w)


 
   

โดยท่ี n0 a b 1     จะได้ว่า 
n 1 n

n n
n

d(x , w) d(x , w) d(x , w) d(y , w)


 
 
 
 

 

ดังน้ัน n 1 n
n n

n nn

d(x , w) d(x , w)liminf d(x , w) liminf d(y , w)


 
 

  
  
  

 

จะได้ n
n

c lim inf d(y , w)


  และจาก (1)  ได้ว่า n
n
limsup d(y , w) c


  

แสดงว่า n
n n

c lim d(y , w) lim 
 

d((1−n)xn⊕nzn, w) 

จาก  d(zn, w) = dist(zn, PT(w))  H(PT(t(xn)), PT(w))  d(t(xn), w)  d(xn, w)  

เม่ือ znPT(t(xn)) จะได้ว่า
 

n n
n n
limsupd(z , w) limsupd(x , w) c
 

  

ดังนั้น n n
n

lim d(x , z )


 = 0 

ทฤษฎีบท 3.6 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า           
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้า {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว n n

n
lim d(t(x ), x )


= 0 

พิสูจน์ พิจารณา 
           d(T(xn), xn)  d(T(xn), t(yn)) + d(t(yn), xn)  

 d(xn, yn) + d(t(yn), xn)  
= d(xn, (1−n)xn⊕ nzn) + d(t(yn), xn)  
 [(1−n)d(xn, xn) + nd(xn, zn)] + d(t(yn), xn)  
= nd(xn, zn) + d(t(yn), xn) 

จะได้ว่า n n n n n n n
n n n

lim d(t(x ), x ) lim d(x , z ) lim d(t(y ), x ) 
  

  

จากทฤษฎีบท 3.4 และทฤษฎีบท 3.5 สรุปได้ว่า n n
n

lim d(t(x ), x )


= 0 

ทฤษฎีบท 3.7 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดไม่เป็นเซตว่างท่ีมีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิบริบูรณ์
แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า          
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออกถ้า {xn} เป็น
ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 ถ้า {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้า (∆-convergence)       
สู่ค่า y แล้ว y  Fix(t)  Fix(T) 
 พิสูจน์ สมมติให้ {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่ค่า y จะแสดงว่า y  Fix(t)  Fix(T) 

จาก {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่ค่า y จะได้ว่า n n
n

lim d(t(x ), x )


= d(t(y), y) = 0 

โดยอาศัยบทแทรก 2.6 จาก y  K และ t(y) = y จะได้ว่า y  Fix(t) และอาศัยบทตั้ง 2.8 จะได้ 
       dist(y, PT(y))   d(y, xn) +dist(xn, PT(t(xn))) + H(PT(t(xn)), PT(y))  

           d(y, xn) + d(xn, zn) + d(xn, y) เม่ือ zn PT(t(xn)) 
โดยท่ี d(y, xn) + d(xn, zn) + d(xn, y) ลู่เข้าสู่ 0 เม่ือ n มีค่าเข้าใกล้อนันต์ ดังนั้น dist(y, PT(y)) = 0 

เม่ือ n มีค่าเข้าใกล้อนันต์ กล่าวคือ y PT(y) และจากบทต้ัง 3.2 จะได้ y  Fix(T)  
 นั่นคือ ถ้า {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่ค่า y แล้ว y  Fix(t)  Fix(T) 

ทฤษฎีบท 3.8 กําหนดให้ K เป็นเซตย่อยปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง มีขอบเขตและคอนเว็กซ์ของปริภูมิ
บริบูรณ์แคทซีโร่ X โดย t: K → K เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก และ T: K → PB(K) เป็นการส่งหลายค่า          
ไม่ขยายออก ตามลําดับ โดยท่ี Fix(t)  Fix(T)   ท่ีซ่ึง PT เป็นการส่งหลายค่าไม่ขยายออก ถ้า {xn} เป็น
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ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วมของการส่ง
ค่าเดี่ยวไม่ขยายออก t และการส่งหลายค่าไม่ขยายออก T  
 พิสูจน์ จากทฤษฎีบท 3.5 จะได้ว่า {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขต และ n n

n
lim d(t(x ), x )


= 0 

กําหนดให้
  Aw n n(x ) : {u }   เม่ือ w n(x ) เป็นการยูเนียนจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับของทุกๆ    

ลําดับย่อย {un} ของลําดับ {xn} จะแสดงว่า w n(x )  Fix(t)  Fix(T) โดยจะมีลําดับย่อย {un} ของลําดับ 
{xn} ท่ีซ่ึง A({un}) = {u} โดยบทต้ัง 2.1 และบทตั้ง 2.2 จะมีลําดับย่อย {vn} ของลําดับ {un} ท่ีทําให้ 

n
n

lim v


 = v  K และจาก n n
n

lim d(t(v ), v )


= 0 จะได้ว่า v  Fix(t) และเน่ืองจาก 

      dist(v, PT(v))  dist(v, PT(t(vn))) + H(PT(t(vn)), PT(v))  
  d(v, zn) + d(vn, v)  เม่ือ znPT(t(vn)) 
  d(v, vn) + d(vn, zn) + d(vn, v)  
 

เม่ือ d(v, vn) + d(vn, zn) + d(vn, v) ลู่เข้าสู่ 0 เม่ือ n มีค่าเข้าใกล้อนันต์ น่ันคือ v  Fix(PT)        
จากบทตั้ง 3.2 จะได้ว่า v  Fix(T) สรุปได้ว่า v  Fix(t)  Fix(T)  

ข้ันตอนต่อไป จะแสดงว่า u = v สมมติให้ u  v เพราะว่า การส่ง t เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก 
และ v  Fix(t)  Fix(T) เม่ือ n

n
lim d(x , v)


 หาค่าได้ และอาศัยทฤษฎีบท 3.3 และการมีอยู่เพียงหน่ึง

เดียวของจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับ จะได้ว่า 
    n n

n n
limsupd(v , v) limsupd(v ,u)
 

  

n
n
limsupd(u ,u)


  

n
n
limsupd(u , v)


  

n
n
limsupd(x , v)


  

n
n
limsupd(v , v)


  

พบว่า n n
n n
limsupd(v , v) limsupd(v , v)
 

  ซ่ึงเกิดการขัดแย้ง แสดงว่า u  v เป็นเท็จ 

ดังน้ัน u = v และ v  Fix(t)  Fix(T) การพิสูจน์ในลําดับต่อไปคือ การพิสูจน์ว่า ลําดับ {xn} ลู่เข้า
แบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วมของการส่ง t และ T กล่าวคือ จะต้องพิสูจน์ว่า w n(x )  มีสมาชิกเพียงตัวเดียวเท่าน้ัน
สมมติให้ {un} เป็นลําดับย่อยของลําดับ {xn} โดยบทต้ัง 2.1 และบทตั้ง 2.2 จะมีลําดับย่อย {vn} ของลําดับ {un} 
ท่ีทําให้ n

n
lim v


 = v  K สมมติว่า A({un}) = {u} และ A({xn}) = {x} จะได้ u = v และ                  

v  Fix(t)  Fix(T) การพิสูจน์ลําดับสุดท้าย จะต้องแสดงว่า x = v สมมติว่า x  v 

 เน่ืองจาก n
n

lim d(x , v)


 หาค่าได้ โดยอาศัยการมีอยู่เพียงหน่ึงเดียวของจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับ  

จะได้ว่า 
    n n

n n
limsupd(v , v) limsupd(v , x)
 

  

n
n
limsupd(x , x)


  

n
n
limsupd(x , v)


  

n
n
limsupd(v , v)


  

พบว่า n n
n n
limsupd(v , v) limsupd(v , v)
 

  ซ่ึงเกิดการขัดแย้ง แสดงว่า x  v เป็นเท็จ 

ดังน้ัน x = v น่ันคือ v  Fix(t)  Fix(T) สรุปได้ว่า {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วม
ของการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก t และการส่งหลายค่าไม่ขยายออก T 
 

อภิปรายผล 
 จากการศึกษา วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวาท่ีผู้วิจัยได้นิยามขึ้น โดยปรับปรุงมาจากนิยามในผลงานวิจัยของ 
นาคนิมิตร อรรคศรีวร และกฤษณะ โสขุมา ท่ีนิยามไว้ในปริภูมิบานาคและนํามาใชนิ้ยามกับปริภูมิแคทซีโร่ โดย
ตัดเงื่อนไข T(w) = {w} สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม w และใช้เงื่อนไข PT(x) เป็นการส่งไม่ขยายออกซ่ึงเป็นเงื่อนไข 
ท่ีอ่อนกว่ามาทดแทนเงื่อนไขเดิม พบว่า วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวาลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วมเช่นกัน ย่ิงไปกว่านั้น
ยังเป็นการขยายผลงานวิจัยของอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด ท่ีศึกษาในปริภูมิบานาคอีกด้วย 
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ลําดับของวิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวา ดังบทนิยาม 3.1 แล้ว {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วมของการส่ง
ค่าเดี่ยวไม่ขยายออก t และการส่งหลายค่าไม่ขยายออก T  
 พิสูจน์ จากทฤษฎีบท 3.5 จะได้ว่า {xn} เป็นลําดับท่ีมีขอบเขต และ n n

n
lim d(t(x ), x )


= 0 

กําหนดให้
  Aw n n(x ) : {u }   เม่ือ w n(x ) เป็นการยูเนียนจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับของทุกๆ    

ลําดับย่อย {un} ของลําดับ {xn} จะแสดงว่า w n(x )  Fix(t)  Fix(T) โดยจะมีลําดับย่อย {un} ของลําดับ 
{xn} ท่ีซ่ึง A({un}) = {u} โดยบทต้ัง 2.1 และบทตั้ง 2.2 จะมีลําดับย่อย {vn} ของลําดับ {un} ท่ีทําให้ 

n
n

lim v


 = v  K และจาก n n
n

lim d(t(v ), v )


= 0 จะได้ว่า v  Fix(t) และเน่ืองจาก 

      dist(v, PT(v))  dist(v, PT(t(vn))) + H(PT(t(vn)), PT(v))  
  d(v, zn) + d(vn, v)  เม่ือ znPT(t(vn)) 
  d(v, vn) + d(vn, zn) + d(vn, v)  
 

เม่ือ d(v, vn) + d(vn, zn) + d(vn, v) ลู่เข้าสู่ 0 เม่ือ n มีค่าเข้าใกล้อนันต์ น่ันคือ v  Fix(PT)        
จากบทตั้ง 3.2 จะได้ว่า v  Fix(T) สรุปได้ว่า v  Fix(t)  Fix(T)  

ข้ันตอนต่อไป จะแสดงว่า u = v สมมติให้ u  v เพราะว่า การส่ง t เป็นการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก 
และ v  Fix(t)  Fix(T) เม่ือ n

n
lim d(x , v)


 หาค่าได้ และอาศัยทฤษฎีบท 3.3 และการมีอยู่เพียงหน่ึง

เดียวของจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับ จะได้ว่า 
    n n

n n
limsupd(v , v) limsupd(v ,u)
 

  

n
n
limsupd(u ,u)


  

n
n
limsupd(u , v)


  

n
n
limsupd(x , v)


  

n
n
limsupd(v , v)


  

พบว่า n n
n n
limsupd(v , v) limsupd(v , v)
 

  ซ่ึงเกิดการขัดแย้ง แสดงว่า u  v เป็นเท็จ 

ดังน้ัน u = v และ v  Fix(t)  Fix(T) การพิสูจน์ในลําดับต่อไปคือ การพิสูจน์ว่า ลําดับ {xn} ลู่เข้า
แบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วมของการส่ง t และ T กล่าวคือ จะต้องพิสูจน์ว่า w n(x )  มีสมาชิกเพียงตัวเดียวเท่าน้ัน
สมมติให้ {un} เป็นลําดับย่อยของลําดับ {xn} โดยบทต้ัง 2.1 และบทต้ัง 2.2 จะมีลําดับย่อย {vn} ของลําดับ {un} 
ท่ีทําให้ n

n
lim v


 = v  K สมมติว่า A({un}) = {u} และ A({xn}) = {x} จะได้ u = v และ                  

v  Fix(t)  Fix(T) การพิสูจน์ลําดับสุดท้าย จะต้องแสดงว่า x = v สมมติว่า x  v 

 เน่ืองจาก n
n

lim d(x , v)


 หาค่าได้ โดยอาศัยการมีอยู่เพียงหน่ึงเดียวของจุดศูนย์กลางเชิงเส้นกํากับ  

จะได้ว่า 
    n n

n n
limsupd(v , v) limsupd(v , x)
 

  

n
n
limsupd(x , x)


  

n
n
limsupd(x , v)


  

n
n
limsupd(v , v)


  

พบว่า n n
n n
limsupd(v , v) limsupd(v , v)
 

  ซ่ึงเกิดการขัดแย้ง แสดงว่า x  v เป็นเท็จ 

ดังน้ัน x = v น่ันคือ v  Fix(t)  Fix(T) สรุปได้ว่า {xn} เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วม
ของการส่งค่าเด่ียวไม่ขยายออก t และการส่งหลายค่าไม่ขยายออก T 
 

อภิปรายผล 
 จากการศึกษา วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวาท่ีผู้วิจัยได้นิยามขึ้น โดยปรับปรุงมาจากนิยามในผลงานวิจัยของ 
นาคนิมิตร อรรคศรีวร และกฤษณะ โสขุมา ท่ีนิยามไว้ในปริภูมิบานาคและนํามาใชนิ้ยามกับปริภูมิแคทซีโร่ โดย
ตัดเงื่อนไข T(w) = {w} สําหรับทุกๆ จุดตรึงร่วม w และใช้เงื่อนไข PT(x) เป็นการส่งไม่ขยายออกซ่ึงเป็นเงื่อนไข 
ท่ีอ่อนกว่ามาทดแทนเงื่อนไขเดิม พบว่า วิธีทําซํ้าแบบอิชิกาวาลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วมเช่นกัน ย่ิงไปกว่าน้ัน
ยังเป็นการขยายผลงานวิจัยของอัดดิน แอ็บโด และอิมดัด ท่ีศึกษาในปริภูมิบานาคอีกด้วย 
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